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1 Définition d’un espace vectoriel (sur R)

Un R—espace vectoriel est la donnée de (E, +,.) avec :

e F est un ensemble;

e L’opérateur d’addition + est une opération associative, commutative sur £, qui admet
un élément neutre noté 0;
v+ (W V") = (v+0)+ 0" v+ =v +v O+v=v+0=v

e [’opération . est une opération externe qui a un nombre A\ € R et un élément v € £
associe un élément \.v de E. Cette opération est distributive par rapport a ’addition.

A(No)=(AN)w Av+0) = v+ W
Exemples
1. R™

. L’ensemble R,,(X) des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

. L’ensemble de tous les polynomes.

- W N

. L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1].

2 Systéme libre, systéme générateur, base
Définition 2.1 Soit (£, +,.) un R—espace vectoriel. Soit (vy,...,v,) une famille d’éléments
de E. On dit que la famille (vy,...,v,) est libre si pour toute combinaison linéaire nulle

Avp + Ao 4o+ A, =0
on a nécessairement \; = Ay = --- =\, = 0.
Exemple 2.1 Dans l’espace des polynomes, la famille (1, X, X2 X3 ... XP) est libre
Exemple 2.2 la famille de fonctions (sin, cos) est libre.

Définition 2.2 Soit (£, +,.) un R—espace vectoriel. Soit (vy,...,v,) une famille d’éléments
de E. On dit que la famille (vy, ..., v,) est génératrice si tout élément de E est une combinaison
linéaire des v;

Voe Ed(A,...,0) v=MAv1+ v+ + A\,

Exemple 2.3 Dans l’ensemble R,,(X) des polynomes de degré inférieur ou égal a n, la famille
(1, X,...,X™) est génératrice.

Définition 2.3 Une base d'un espace vectoriel F est un systéme libre et générateur.

Définition 2.4 Un espace est dit de dimention finie si il admet une base ayant un nombre fini
d’éléments.

Théoréme 2.1 (de la dimension) 1. Tout espace vectoriel admet une base.

2. Dans un espace vectoriel, toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition 2.5 Le nombre d’éléments d’une base d’un espace vectoriel (E,+,.) s’appelle la
dimention de E.

Exemple 2.4 Dans l’ensemble R, (X) des polynomes de degré inférieur ou égal a n, la famille
(1, X,..., X™) est une base. L’espace R, (X) est de dimension n + 1.

Exemple 2.5 Dans R", la famille eq,. .., e, telle quie la jiéme coordonnée de e; vaut 1 si
1=7 et 0 sii+#j est une base. Cette base s’appelle la base canonique de R™.
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3 Sous-espaces vectoriels

Définition 3.1 Soit (E,+,.) un espace vectoriel et F' C E une partie de E. On dit que F est
un sous-espace vectoriel de E si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Vo' e F v+ € F;
2.VAeERYveF, MeF.

Autrement dit, F' est stable par addition et par multiplication par un nombre.

Théoréme 3.1 Soit (E,+,.) un espace vectoriel et F' C E un sous-espace vectoriel de E.
Alors (F,+,.) est un espace vectoriel.

Exemple 3.1 Dans l’ensemble des polynomes R"(X) de degré n, l'ensemble RP(X), avecp < n
est un sous-espace vectoriel.

Exemple 3.2 Dans lespace (R™,+,.), considérons un systéme linéeaire : pour (x1,...,x,) €
R
a1y + + ax, = 0
as Ty + + aspr, = 0
. n . ) _
ap1T; + + appr, = 0
Alors Uensemble des solutions (x1,...,x,) du systéme est un sous-espace vectoriel.

4 Endomorphismes

Définition 4.1 On appelle endomorphime (ou application Inéaire) d’un espace vectoriel (E, +,v)
dans un espace vectoriel (F, 4, v) toute application f de E dans F telle que pour tout A\, \ € R
et pour tout v,v" € F on ait

FOw+ X)) = Mf(v) + XN ()

Définition 4.2 Soit f : E — F un endomorphisme. On définit le noyau de f, et on note
ker(f), 'ensemble des vecteurs v de E tels que f(v) = 0.

Théoréme 4.1 1. Le noyau d’un endomorphisme est un sous-espace vectoriel ;

2. Un endomorphisme est injectif (¢’est a dire que f(v) = f(v') <= v =1') si et seulement
st son noyau est réduit a 0.

Définition 4.3 Soit f : E — F un endomorphisme. On définit I'image de f qui est 'ensemble
des éléments f(v) dans F.

Im(f) ={f(v)e F /veE}
Théoréme 4.2 L’image d’un endomorphisme f : E — F est un sous-espace vectoriel de F'.

Théoréme 4.3 La composée f o g de deur endomorphismes est un endomorphisme.
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Définition 4.4 Un endomorphisme est appelé isomorphisme s’il est bijectif, c’est a dire qu’il
est injectif et surjectif.

Théoréme 4.4 Pour tout isomorphisme f : E — F, il existe un isomorphisme f~': F —
E tel que

fof_lzfdp etf_lof:IdE

Théoréme 4.5 Soit f : E — F un isomorphisme. Alors l'image par f d’une base de E est
un base de F. En d’autre termes, si (vy,...,v,) est une base de E, alors (f(v1),..., f(v,)) est
une base de F. En particulier, les espaces E et F' on méme dimension.

Théoréme 4.6 Soit f : E — F un endomorphisme. Supposons que la dimention de E est
€gale a la dimension de F' :
dim(E) = dim(F)
Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est injectif;
2. f est surjectif ;

3. f est un isomorphisme.

5 Matrice d’un endomorphisme

Soit f : B — F un endomorphisme. Soit (vy,vs, ..., V) une base de E et soit (wy, ..., wy,)
une base de F'.
Pour j =1,...,m, I'image f(v;) du vecteur v;, étant un élément de F, est une combinaison

linéaire des vecteurs de la base des (w;). Il existe donc des nombres réels \; ; tels que :

) = Z )\i’jwi
i=0

La matrice My = (N ;)i=o0,..n,j=o0,..m, dont le coefficient de la ligne ¢ colonne j est A
s'appelle la matrice de l’endomorphisme f dans les bases (v;)j=o...m €t (W;)i=o,....n-

Si un vecteur v de E a pour coordonnées (xy,...,2,,) dans la base (v;);—,. m, et f(v) a
pour coordonnées (yi,...,¥,,) dans la base (w;);—,__n,, on a:

m
v = E l'j?]j
Jj=0

INE

donc, comme f est un endomorphisme,

ijf v)) Z AigTjw; = Z (Z /\ivj‘rj> Wi
7=0 1 ]

Par ailleurs,
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Comme la décomposition d’un vecteur dans la base (w;);—o,...n est unique (famille libre), on a
nécessairement pour ¢ =1,....n :
m
i =D Ay
J=0

ou encore :
Y1 Ty
= Mjy.
Yn Tm
Les coordonnées de I'image par f d’un vecteur v se calculent donc a partir des coordonnées de
v en multipliant par la matrice M.

Théoréme 5.1 Soient f: E — F et g: F — G des endomorphismes, soit (vy,vs,...,0n)
est une base de E, soit (w1, ...,w,) une base de F' et soit zy,. .., z, une base de G. Soit My la
matrice de f dans les bases (vj) et (w;) et soit M, la matrice de g dans les bases (w;) et (z),
alors si Mo, est la matrice de l’endomorphismes f o g dans les bases (v;) et (zy), on a :

Mpog = My M,

Théoréme 5.2 Soit f : E — F un isomorphisme et soient (vy,va,...,vy,) est une base de
E, et (wy,...,w,) une base de F. Soit My la matrice de f dans les bases (v;) et (w;). Soit f~
lisomorphisme tel que fof~ = Idp et f~'of = Idg. Soit M1 la matrice de l'endomorphisme
71 dans les bases (w;) et (v;). Alors :

My = (M)~

Autrement dit, la matrice de l’endomorphisme inverse de f est l'inverse de la matrice de f.



