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e ve
toriel (sur R)Un R−espa
e ve
toriel est la donnée de (E, +, .) ave
 :
• E est un ensemble ;
• L'opérateur d'addition + est une opération asso
iative, 
ommutative sur E, qui admetun élément neutre noté 0 ;

v + (v′ + v′′) = (v + v′) + v′′ v + v′ = v′ + v 0 + v = v + 0 = v
• L'opération . est une opération externe qui à un nombre λ ∈ R et un élément v ∈ Easso
ie un élément λ.v de E. Cette opération est distributive par rapport à l'addition.

λ.(λ′.v) = (λ.λ′).v λ(v + v′) = λv + λv′Exemples1. R
n.2. L'ensemble Rn(X) des polyn�mes de degré inférieur ou égal à n.3. L'ensemble de tous les polyn�mes.4. L'ensemble des fon
tions 
ontinues sur [0, 1].2 Système libre, système générateur, baseDé�nition 2.1 Soit (E, +, .) un R−espa
e ve
toriel. Soit (v1, . . . , vp) une famille d'élémentsde E. On dit que la famille (v1, . . . , vp) est libre si pour toute 
ombinaison linéaire nulle

λ1v1 + λ1v2 + · · · + λpvp = 0on a né
essairement λ1 = λ2 = · · · = λp = 0.Exemple 2.1 Dans l'espa
e des polyn�mes, la famille (1, X,X2, X3, . . . , Xp) est libreExemple 2.2 la famille de fon
tions (sin, cos) est libre.Dé�nition 2.2 Soit (E, +, .) un R−espa
e ve
toriel. Soit (v1, . . . , vp) une famille d'élémentsde E. On dit que la famille (v1, . . . , vp) est génératri
e si tout élément de E est une 
ombinaisonlinéaire des vi

∀v ∈ E ∃(λ1, . . . , λp) v = λ1v1 + λ1v2 + · · · + λpvpExemple 2.3 Dans l'ensemble Rn(X) des polynomes de degré inférieur ou égal à n, la famille
(1, X, . . . , Xn) est génératri
e.Dé�nition 2.3 Une base d'un espa
e ve
toriel E est un système libre et générateur.Dé�nition 2.4 Un espa
e est dit de dimention �nie si il admet une base ayant un nombre �nid'éléments.Théorème 2.1 (de la dimension) 1. Tout espa
e ve
toriel admet une base.2. Dans un espa
e ve
toriel, toutes les bases ont le même nombre d'éléments.Dé�nition 2.5 Le nombre d'éléments d'une base d'un espa
e ve
toriel (E, +, .) s'appelle ladimention de E.Exemple 2.4 Dans l'ensemble Rn(X) des polynomes de degré inférieur ou égal à n, la famille
(1, X, . . . , Xn) est une base. L'espa
e Rn(X) est de dimension n + 1.Exemple 2.5 Dans R

n, la famille e1, . . . , en telle quie la jième 
oordonnée de ei vaut 1 si
i = j et 0 si i 6= j est une base. Cette base s'appelle la base 
anonique de R

n.
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es ve
torielsDé�nition 3.1 Soit (E, +, .) un espa
e ve
toriel et F ⊂ E une partie de E. On dit que F estun sous-espa
e ve
toriel de E si les deux 
onditions suivantes sont satisfaites :1. ∀v, v′ ∈ F v + v′ ∈ F ;2. ∀λ ∈ R ∀v ∈ F, λv ∈ F .Autrement dit, F est stable par addition et par multipli
ation par un nombre.Théorème 3.1 Soit (E, +, .) un espa
e ve
toriel et F ⊂ E un sous-espa
e ve
toriel de E.Alors (F, +, .) est un espa
e ve
toriel.Exemple 3.1 Dans l'ensemble des polyn�mes R
n(X) de degré n, l'ensemble R

p(X), ave
 p ≤ nest un sous-espa
e ve
toriel.Exemple 3.2 Dans l'espa
e (Rn, +, .), 
onsidérons un système linéeaire : pour (x1, . . . , xn) ∈
R





a1,1x1 + · · · + a1,nxn = 0
a2,1x1 + · · · + a2,nxn = 0... +

... +
... =

...
ap,1x1 + · · · + ap,nxn = 0Alors l'ensemble des solutions (x1, . . . , xn) du système est un sous-espa
e ve
toriel.4 EndomorphismesDé�nition 4.1 On appelle endomorphime (ou appli
ation lnéaire) d'un espa
e ve
toriel (E, +, v)dans un espa
e ve
toriel (F, +, v) toute appli
ation f de E dans F telle que pour tout λ, λ′ ∈ Ret pour tout v, v′ ∈ E on ait
f(λv + λ′v′) = λf(v) + λ′f(v′)Dé�nition 4.2 Soit f : E −→ F un endomorphisme. On dé�nit le noyau de f , et on note

ker(f), l'ensemble des ve
teurs v de E tels que f(v) = 0.Théorème 4.1 1. Le noyau d'un endomorphisme est un sous-espa
e ve
toriel ;2. Un endomorphisme est inje
tif (
'est à dire que f(v) = f(v′) ⇐⇒ v = v′) si et seulementsi son noyau est réduit à 0.Dé�nition 4.3 Soit f : E −→ F un endomorphisme. On dé�nit l'image de f qui est l'ensembledes éléments f(v) dans F .
Im(f) = {f(v) ∈ F / v ∈ E}Théorème 4.2 L'image d'un endomorphisme f : E −→ F est un sous-espa
e ve
toriel de F .Théorème 4.3 La 
omposée f ◦ g de deux endomorphismes est un endomorphisme.
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lermont1.fr/˜mr 4Dé�nition 4.4 Un endomorphisme est appelé isomorphisme s'il est bije
tif, 
'est à dire qu'ilest inje
tif et surje
tif.Théorème 4.4 Pour tout isomorphisme f : E −→ F , il existe un isomorphisme f−1 : F −→
E tel que

f ◦ f−1 = IdF et f−1 ◦ f = IdEThéorème 4.5 Soit f : E −→ F un isomorphisme. Alors l'image par f d'une base de E estun base de F . En d'autre termes, si (v1, . . . , vp) est une base de E, alors (f(v1), . . . , f(vp)) estune base de F . En parti
ulier, les espa
es E et F on même dimension.Théorème 4.6 Soit f : E −→ F un endomorphisme. Supposons que la dimention de E estégale à la dimension de F :
dim(E) = dim(F )Alors les trois 
onditions suivantes sont équivalentes :1. f est inje
tif ;2. f est surje
tif ;3. f est un isomorphisme.5 Matri
e d'un endomorphismeSoit f : E −→ F un endomorphisme. Soit (v1, v2, . . . , vm) une base de E et soit (w1, . . . , wn)une base de F .Pour j = 1, . . . ,m, l'image f(vj) du ve
teur vj, étant un élément de F , est une 
ombinaisonlinéaire des ve
teurs de la base des (wi). Il existe don
 des nombres réels λi,j tels que :
f(vj) =

n∑

i=0

λi,jwiLa matri
e Mf = (λi,j)i=0,...,n,j=0,...,m, dont le 
oe�
ient de la ligne i 
olonne j est λi,j,s'appelle la matri
e de l'endomorphisme f dans les bases (vj)j=0,...,m et (wi)i=0,...,n.Si un ve
teur v de E a pour 
oordonnées (x1, . . . , xm) dans la base (vj)j=0,...,m, et f(v) apour 
oordonnées (y1, . . . , ym) dans la base (wi)i=0,...,n, on a :
v =

m∑

j=0

xjvjdon
, 
omme f est un endomorphisme,
f(v) =

m∑

j=0

xjf(vj) =
m∑

j=0

n∑

i=0

λi,jxjwi =
n∑

i=0

(
m∑

j=0

λi,jxj

)
wiPar ailleurs,

f(v) =
n∑

i=0

yiwi
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omposition d'un ve
teur dans la base (wi)i=0,...,n est unique (famille libre), on ané
essairement pour i = 1, . . . , n :
yi =

m∑

j=0

λi,jxjou en
ore : 


y1...
yn


 = Mf .




x1...
xm


Les 
oordonnées de l'image par f d'un ve
teur v se 
al
ulent don
 à partir des 
oordonnées de

v en multipliant par la matri
e M .Théorème 5.1 Soient f : E −→ F et g : F −→ G des endomorphismes, soit (v1, v2, . . . , vm)est une base de E, soit (w1, . . . , wn) une base de F et soit z1, . . . , zp une base de G. Soit Mf lamatri
e de f dans les bases (vj) et (wi) et soit Mg la matri
e de g dans les bases (wi) et (zk),alors si Mf◦g est la matri
e de l'endomorphismes f ◦ g dans les bases (vj) et (zk), on a :
Mf◦g = Mf .MgThéorème 5.2 Soit f : E −→ F un isomorphisme et soient (v1, v2, . . . , vm) est une base de

E, et (w1, . . . , wn) une base de F . Soit Mf la matri
e de f dans les bases (vj) et (wi). Soit f−1l'isomorphisme tel que f◦f−1 = IdF et f−1◦f = IdE. Soit Mf−1 la matri
e de l'endomorphisme
f−1 dans les bases (wi) et (vj). Alors :

Mf−1 = (Mf )
−1Autrement dit, la matri
e de l'endomorphisme inverse de f est l'inverse de la matri
e de f .


